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❖st❜❛②❡r✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡

❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥

❋❛❦✉❧tät ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦✱ ▼❡❞✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

❙t✉❞✐❡♥❣❛♥❣ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s

❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r Pr♦③❡ss❦❡tt❡

❢ür r♦❜♦t❡r❣❡stüt③t❡♥ ❲✐r❡✲❆r❝ ✸❉✲❉r✉❝❦

♠✐t ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❊r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r

■st✲●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ✐♥t❡r♠✐tt✐❡r❡♥❞❡r

s♣❛♥❡♥❞❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣

❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛✐♥ ❢♦r r♦❜♦t✲❛ss✐st❡❞ ✇✐r❡✲❛r❝ ❛❞❞✐t✈❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t

♠❛❝❤✐♥✐♥❣

▼❛tt❤✐❛s P♦❤❧
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❖st❜❛②❡r✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡

❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥

❋❛❦✉❧tät ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦✱ ▼❡❞✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

❙t✉❞✐❡♥❣❛♥❣ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s

▼❛st❡rt❤❡s✐s

✈♦♥

▼❛tt❤✐❛s P♦❤❧

❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r Pr♦③❡ss❦❡tt❡ ❢ür r♦❜♦t❡r❣❡stüt③t❡♥ ❲✐r❡✲❆r❝

✸❉✲❉r✉❝❦ ♠✐t ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❊r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ■st✲●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞

✐♥t❡r♠✐tt✐❡r❡♥❞❡r s♣❛♥❡♥❞❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣

❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛✐♥ ❢♦r r♦❜♦t✲❛ss✐st❡❞ ✇✐r❡✲❛r❝ ❛❞❞✐t✈❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t

♠❛❝❤✐♥✐♥❣

❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣s③❡✐tr❛✉♠✿ ✈♦♥ ✶✵✳ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✶✾
❜✐s ✾✳ ▼är③ ✷✵✷✵

✶✳ Prü❢❡r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲✳ ❇❧ö❝❤❧
✷✳ Prü❢❡r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼✳ ❲❡♥❦
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❖st❜❛②❡r✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡ ❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥
❋❛❦✉❧tät ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦✱ ▼❡❞✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

❇❡stät✐❣✉♥❣ ❣❡♠äÿ ➓ ✶✷ ❆P❖

◆❛♠❡ ✉♥❞ ❱♦r♥❛♠❡
❞❡r ❙t✉❞❡♥t✐♥✴❞❡s ❙t✉❞❡♥t❡♥✿ P♦❤❧✱ ▼❛tt❤✐❛s

❙t✉❞✐❡♥❣❛♥❣✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡s

■❝❤ ❜❡stät✐❣❡✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛st❡r❛r❜❡✐t ♠✐t ❞❡♠ ❚✐t❡❧✿

❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r Pr♦③❡ss❦❡tt❡ ❢ür r♦❜♦t❡r❣❡stüt③t❡♥ ❲✐r❡✲❆r❝

✸❉✲❉r✉❝❦ ♠✐t ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❊r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ■st✲●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞

✐♥t❡r♠✐tt✐❡r❡♥❞❡r s♣❛♥❡♥❞❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣

s❡❧❜stä♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst✱ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥❞❡r✇❡✐t✐❣ ❢ür Prü❢✉♥❣s③✇❡❝❦❡ ✈♦r❣❡❧❡❣t✱ ❦❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡♥
❛❧s ❞✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ♦❞❡r ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❜❡♥✉t③t s♦✇✐❡ ✇ört❧✐❝❤❡ ✉♥❞ s✐♥♥❣❡♠äÿ❡
❩✐t❛t❡ ❛❧s s♦❧❝❤❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ❤❛❜❡✳

❉❛t✉♠✿ ✵✾✳✵✸✳✷✵✷✵

❯♥t❡rs❝❤r✐❢t✿
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❖st❜❛②❡r✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡ ❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥
❋❛❦✉❧tät ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦✱ ▼❡❞✐❡♥ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

▼❛st❡r❛r❜❡✐t ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❙t✉❞❡♥t✐♥✴❙t✉❞❡♥t ✭◆❛♠❡✱ ❱♦r♥❛♠❡✮✿ P♦❤❧✱ ▼❛tt❤✐❛s

❙t✉❞✐❡♥❣❛♥❣✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❙❝✐❡♥❝❡s

❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧❡r✱ Pr♦❢❡ss♦r✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲✳ ❇❧ö❝❤❧
❉✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✐♥ ✭❋✐r♠❛✴❇❡❤ör❞❡✴❍♦❝❤s❝❤✉❧❡✮✿ ❖st❜❛②❡r✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡

❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥
❆✉s❣❛❜❡❞❛t✉♠✿ ✶✵✳ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✶✾ ❆❜❣❛❜❡❞❛t✉♠✿ ✾✳ ▼är③ ✷✵✷✵

❚✐t❡❧✿

❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r Pr♦③❡ss❦❡tt❡ ❢ür r♦❜♦t❡r❣❡stüt③t❡♥ ❲✐r❡✲❆r❝

✸❉✲❉r✉❝❦ ♠✐t ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❊r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ■st✲●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞

✐♥t❡r♠✐tt✐❡r❡♥❞❡r s♣❛♥❡♥❞❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣✿

■♠ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❉♦❦✉♠❡♥t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ❡✐♥❡r Pr♦③❡ss❦❡tt❡ ③✉r ❛❞❞✐t✐✈❡♥ ❋❡r✲
t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ ❛✉s ▼❡t❛❧❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢tr❛❣ss❝❤✇❡✐ÿ❡♥✱ ❞✐❡ ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❊r❢❛s✲
s✉♥❣ ❞❡s ❇❛✉t❡✐❧s ✉♥❞ s♣❛♥❡♥❞❡♥ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ❜❡❧❡✉❝❤t❡t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ■♥❜❡tr✐❡❜✲
♥❛❤♠❡ ❞❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘♦❜♦t❡r ❑❯❑❆ ❑❘✶✺✴✷ ♠✐t ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❑❘
❈✷ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❙❝❤✇❡✐ÿ❛♥❧❛❣❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ♠❡t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜② ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✇❡❧❞✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ■t ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❑❯❑❆ ❑❘✶✺✴✷
r♦❜♦t ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❑❘ ❈✷ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ❛ ✇❡❧❞✐♥❣ s②st❡♠✳

❙❝❤❧üss❡❧✇ört❡r✿ ❲❆❆▼✱ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❧❛②❡r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ✇✐r❡ ❛❞❞✐✲
t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❞✐♥❣✱ r♦❜♦t✐❝s✱ t♦♦❧❝❤❛✐♥
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❇✳❊♥❣✳
▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis VIII

1 Ausgangssituation 1

2 Grundlagen 4

✷✳✶ ❘♦❜♦t❡r❦✐♥❡♠❛t✐❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✷ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

3 Simulation 8

✸✳✶ ▼❛r❦tü❜❡rs✐❝❤t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ss♦❢t✇❛r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
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1 Ausgangssituation

❉❛s ▲❛❜♦r ❢ür ❲❡r❦③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥ ❇✽✹ ❛♥ ❞❡r ❖st❜❛②❡r✐s❝❤❡♥ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡
❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥ ✭❖❚❍✲❆❲✮ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ▲❡❤r❡ ✉♥❞ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ♠✐t ✈✐❡r ●r✉♥❞✲
❧❡❣❡♥❞❡♥ ❚❤❡♠❡♥✳

❼ ❙✉❜tr❛❦t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ✭❋räs❡♥✱ ❉r❡❤❡♥✮

❼ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ✭✸❉✲❉r✉❝❦✮

❼ ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ✭❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥♠❡sst❡❝❤♥✐❦✮

❼ ❉✐❣✐t❛❧❡ Pr♦❞✉❦t✐♦♥ ✭▼❛s❝❤✐♥❡♥s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮

❩✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❆r❜❡✐t ❜❡st❡❤t ❞❡r ❇❡r❡✐❝❤ ✧❆❞❞✐t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣✧ ❛✉s ❞❡♠ ✸❉✲❉r✉❝❦
✈♦♥ ❑✉♥stst♦✛❡♥ ♠✐tt❡❧s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✭❋❉▼✱ ❯❱✲▲❈❉✱ P♦❧②❥❡t✮✳ ❍✐❡r❢ür st❡✲
❤❡♥ ❞❡♠ ▲❛❜♦r ♠❡❤r❡r❡ ✸❉✲❉r✉❝❦❡r ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❯♠ ❇❛✉t❡✐❧❡ ❛✉s ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦✲
st♦✛❡♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ♠✉ss ✐♠▼♦♠❡♥t ♥♦❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠✐t P❛rt♥❡r✜r♠❡♥ ③✉rü❝❦✲
❣❡❣r✐✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ♥♦❝❤ ❦❡✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆rt ✈♦♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ✐♥t❡r♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣
st❡❤t✳ ▼❛s❝❤✐♥❡♥ ❢ür ♣✉❧✈❡r❜❛s✐❡rt❡♥ ▼❡t❛❧❧❞r✉❝❦ ✭❙▲▼✲❱❡r❢❛❤r❡♥✮ s✐♥❞ ❡✐♥❡rs❡✐ts t❡✉❡r
✐♥ ❞❡r ❆♥s❝❤❛✛✉♥❣✶✱ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ✐st ❞❡r ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❉r✉❝❦♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ♥✐❝❤t tr✐✈✐❛❧✳
❙♦ s✐♥❞ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉ ❑✉♥stst♦✛♣✉❧✈❡r♥ ♦❞❡r ✢üss✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✭❍❛r③❡✮ ❡✐♥✐❣❡ ❙✐❝❤❡r✲
❤❡✐ts✈♦r❦❡❤r✉♥❣❡♥ ③✉ tr❡✛❡♥✳ ❇❡st✐♠♠t❡ P✉❧✈❡r ❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥ ❡①♣❧♦s✐♦♥s❣❡❢ä❤r❧✐❝❤❡s ❙t❛✉❜✲
▲✉❢t✲●❡♠✐s❝❤ ❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ♠üss❡♥ ❞❡s✇❡❣❡♥ ✉♥t❡r ❜❡s♦♥❞❡r❡♥ ❯♠stä♥❞❡♥ ❣❡❧❛❣❡rt ✇❡r❞❡♥
❬✶✺❪✳ ❉❡r ❆✉❢✇❛♥❞ ✉♥❞ ❞❛s ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ❘✐s✐❦♦ ❢ü❤rt❡ ❞❛③✉✱ ❞❡♥ ▼❡t❛❧❧❜❡r❡✐❝❤ ♠✐t
❛♥❞❡r❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜③✉❞❡❝❦❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st ❞✐❡ ❧✐❝❤t❜♦❣❡♥❜❛s✐❡rt❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡
✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❙tr♦♠q✉❡❧❧❡ ✭❙❝❤✇❡✐ÿ✲
tr❛♥s❢♦r♠❛t♦r✮ ❡✐♥ ▲✐❝❤t❜♦❣❡♥ ❡r③❡✉❣t✱ ❞❡r ▼❡t❛❧❧❡ ❛✉❢s❝❤♠✐❧③t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉❢✉❤r ❡✐♥❡s
▼❡t❛❧❧❞r❛❤t❡s ❦❛♥♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭❆❞❞✐t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣✮✳ ❆❧s ❍✐❧❢s✇❡r❦st♦❢✲
❢❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ ❙❝❤✉t③❣❛s ✉♥❞ ▼❡t❛❧❧❞r❛❤t ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❣✉t ③✉ ❤❛♥❞❤❛❜❡♥
✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❇❡s❝❤❛✛✉♥❣ ✉♥❞ ❲❛rt✉♥❣ ✈❡r❤ä❧t♥✐s♠äÿ✐❣ ❣ü♥st✐❣✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✐st ✐♠ ▲❛❜♦r
❢ür ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣st❡❝❤♥✐❦ ❇✹✷ ❛♥ ❞❡r ❖❚❍ ❆♠❜❡r❣✲❲❡✐❞❡♥ ❡✐♥ ■♥❞✉str✐❡r♦❜♦t❡r ♠✐t ❛♥✲
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❙❝❤✇❡✐ÿ❛♥❧❛❣❡ ✈❡r❢ü❣❜❛r✳ ❉❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ♠✉sst❡ ❦❡✐♥❡ ◆❡✉❜❡s❝❤❛✛✉♥❣
❣❡tät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ●❡s❛♠ts②st❡♠ ✇✉r❞❡ s❡✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❏❛❤r❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❜❡♥✉t③t✳ ❆✉s
❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ♠✉sst❡ ❡✐♥❡ ❲✐❡❞❡r✐♥❜❡tr✐❡❜♥❛❤♠❡ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❆✉❝❤ ✐st ❜❡✐ ❞❡♠ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥
❙②st❡♠ ❦❡✐♥❡ ✉♠s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❙✐❝❤❡r❤❡✐ts✈♦rr✐❝❤t✉♥❣ ✭❙❝❤✉t③✉♠❤❛✉s✉♥❣✮ ✐♥st❛❧❧✐❡rt✳ ❯♠
❞❡♥ ❙✐❝❤❡r❤❡✐tsst❛♥❞❛r❞s ❣❡r❡❝❤t ③✉ ✇❡r❞❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❙✐❝❤❡r❤❡✐ts❦♦♥③❡♣t ❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✳
❇❡✐ ❛❞❞✐t✐✈❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢tr❛❣❡♥ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ✐♥
♠❡❤r❡r❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❡r③❡✉❣t✳ ❱♦r ❛❧❧❡♠ ❜❡✐ ❣r♦ÿ❡♥✱ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ ♠üss❡♥ s♦♠✐t
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❇✳❊♥❣✳
▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✈✐❡❧❡ ❱❡r❢❛❤r❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❡✣③✐❡♥t Pr♦❣r❛♠♠❡ ❢ür ❞✐❡ ❲❡r❦✲
③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❝♦♠♣✉t❡r❣❡stüt③t❡ Pr♦❣r❛♠♠❡r③❡✉❣✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇❡r❞❡♥ ✭❈❆▼ ✭❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞✲▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✮✮✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱
♠✐t ❞❡♥ ❈❆▼✲Pr♦❣r❛♠♠❡♥ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛s❝❤✐♥❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥✳
❉✐❡s ❤❛t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ♣♦t❡♥③✐❡❧❧❡ ❑♦❧❧✐s✐♦♥❡♥ ❡r❦❛♥♥t ✉♥❞ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡ ♦✤✐♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❦♦♠♠t ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ③✉
❙t✐❧❧st❛♥❞s③❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❡s ❦❛♥♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❝♦♠♣✉t❡r❣❡stüt③t❡♥ Pr♦✲
❣r❛♠♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ▼❛s❝❤✐♥❡♥s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✉r ❞✐❣✐t❛❧❡♥ Pr♦❞✉❦t✐♦♥
st❛tt✳ ❇❡✐ ❛❞❞✐t✐✈❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ▼❛ÿ❤❛❧t✐❣❦❡✐t ♦❢t ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞✳
❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❦❛♥♥ ❜❡✐ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▼❡r❦♠❛❧❡♥ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ s✉❜tr❛❦t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣
✈❡r③✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦ ✐st ❡s ❛❦t✉❡❧❧❡ Pr❛①✐s✱ ❇❛✉t❡✐❧❡ ♠✐t ●❡✇✐♥❞❡✲ ♦❞❡r P❛ss❜♦❤r✉♥❣❡♥
❛❞❞✐t✐✈ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❑❡r♥❧♦❝❤ ③✉ ❢❡rt✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s❣❡♦♠❡tr✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r
❈◆❈✲❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣s♠❛s❝❤✐♥❡ ♥❛❝❤trä❣❧✐❝❤ ❤✐♥③✉③✉❢ü❣❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❡①❛❦t❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣
♠✉ss ❛❜❡r ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❇❛✉t❡✐❧s ✐♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡
❞✉r❝❤ ❡✐♥ ▼❡ss❣❡rät ✐♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ✭▼❡sst❛st❡r✮ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❜❡✐ ❘❡❢❡r❡♥③✲
✢ä❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❊❜❡♥❡♥ ♦❞❡r ❇♦❤r✉♥❣❡♥ ❣✉t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❇❡st❡❤t ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧ ❛❜❡r
❛✉s ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❋r❡✐❢♦r♠✢ä❝❤❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ ❡①❛❦t❡ P♦s✐t✐♦♥s❜❡st✐♠♠✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ♠ö❣❧✐❝❤✳
❆✉❝❤ ❦❛♥♥ ❡s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡♥ Pr♦③❡ss ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧ ♠✐t ③✉ ✇❡♥✐❣
❆✉❢♠❛ÿ ♣r♦❞✉③✐❡rt ✇✉r❞❡ ✭❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣✮✳ ❑♦♠♠t ❡s ♥✉♥ ③✉r s✉❜tr❛❦t✐✈❡♥ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣✱
❦❛♥♥ ❡s ③✉ ✉♥❜❡❛r❜❡✐t❡t❡♥ ❋❡❤❧st❡❧❧❡♥ ❦♦♠♠❡♥✳ ❊✐♥❡ ❆❜❤✐❧❢❡ ❦❛♥♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ▼❡sst❡❝❤♥✐❦
s❝❤❛✛❡♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ✸❉✲▲❛s❡r✲▼❡sss②st❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r ●❡s❛♠t❤❡✐t ❡r❢❛sst
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ■st❣❡♦♠❡tr✐❡ ❡r③❡✉✲
❣❡♥✳ ❲✐r❞ ♥✉♥ ❞❛s ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❇❛✉t❡✐❧ ❞✐❣✐t❛❧ ♠✐t ❞❡r ❙♦❧❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❦❛♥♥ s❝❤♦♥
✈♦r ❞❡r ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ❣❡♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧ ③✉ ❣r♦ÿ✱ ③✉ ❦❧❡✐♥ ♦❞❡r ✐♠ ♣❛ss❡♥✲
❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✐st✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❇❛✉t❡✐❧s ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢
❡✐♥❡ ❘❡❢❡r❡♥③❣❡♦♠❡tr✐❡ ③✉ ❡r❢❛ss❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❊❝❦❡ ❡✐♥❡s ❙♣❛♥♥♠✐tt❡❧s✮✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥
✐♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ s❝❤♥❡❧❧ ✉♥❞ ✉♥♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤ ❡✐♥❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡r❞❡♥ ♥✉♥ ❛❧❧ ❞✐❡s❡
Pr♦③❡ss❡ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♠❜✐♥✐❡rt✱ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❇❛✉t❡✐❧❡ ❛❞❞✐t✐✈ ❛✉s ▼❡t❛❧❧
③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ♣❛ss❣❡♥❛✉❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✢ä❝❤❡♥ ✉♥❞ ✲●❡♦♠❡tr✐❡♥ ❜❡s✐t✲
③❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡s❡♥ Pr♦③❡ss ✇✐rts❝❤❛❢t❧✐❝❤ ✉♥❞ ♣r♦③❡ss✐❝❤❡r ③✉ ❣❡st❛❧t❡♥✱ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱
s✉❜tr❛❦t✐✈❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❦♥ü♣❢t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥s②st❡♠✱ ❞❛s ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✐r❞
❡✐♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦ts♣❛♥♥s②st❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❙②st❡♠s ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣❛♥♥♠✐t✲
t❡❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ Pr♦③❡ss ③✉ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❞❛❜❡✐
❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥sr❡❢❡r❡♥③ ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤t✳ ❉✐❡s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♥❛❝❤ ♦❞❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❛❞❞✐t✐✲
✈❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ❞✐❡ ■st❣❡♦♠❡tr✐❡ ♥✉r ♥♦❝❤ ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠
❈❆❉✲❈❆▼✲❙②st❡♠ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❞✐❡ ■st❣❡♦♠❡tr✐❡ ♠✐t ❞❡r ❙♦❧❧❣❡♦♠❡tr✐❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞
❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞❛s ◆❈✲Pr♦❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ s♣❛♥❡♥❞❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣s♠❛s❝❤✐♥❡ ❡rst❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳
❉❛ ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ◆✉❧❧♣✉♥❦ts♣❛♥♥s②st❡♠ ✐♠♠❡r ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ P♦s✐t✐♦♥
✐st✱ ♠✉ss ❤✐❡r ❦❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ▼❡ss❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❉✐❡ Pr♦❣r❛♠♠❡rst❡❧❧✉♥❣
❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ◆✉❧❧♣✉♥❦ts♣❛♥♥s②st❡♠s✳ ❉✐❡s❡ Pr♦③❡ss❦❡tt❡ s♦❧❧
✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✉♥❞ ❦r✐t✐s❝❤ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

❑❛♣✐t❡❧ ✶ ❆✉s❣❛♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ✷
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❇✳❊♥❣✳
▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❉❛ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡s r♦❜♦t❡r❣❡stüt③t❡♥ ❆✉❢tr❛❣ss❝❤✇❡✐ÿ❡♥s ❦♦♠♣❧❡tt ♥❡✉ ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✇❡r✲
❞❡♥ ♠✉ss✱ ❧✐❡❣t ❞❡r ❋♦❦✉s ❞❡r ❆r❜❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✳ ❉✐❡ ♠❡sst❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❊r❢❛ss✉♥❣✱
◆❈✲Pr♦❣r❛♠♠❡r③❡✉❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ s♣❛♥❡♥❞❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ s✐♥❞ ❜❡❦❛♥♥t❡✱ ❡t❛❜❧✐❡rt❡ ❱❡r✲
❢❛❤r❡♥ ✐♠ ▲❛❜♦r ❢ür ❲❡r❦③❡✉❣♠❛s❝❤✐♥❡♥✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❆❜❧ä✉❢❡ ✉♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥
❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ❑❯❑❆ ❑❘✶✺✴✷ ♠✐t ❉❑P✹✵✵

❑❛♣✐t❡❧ ✶ ❆✉s❣❛♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ✸
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▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

2 Grundlagen

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✈♦♥ ❘♦❜♦t❡r♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛ ❞❡r
❇❡❣r✐✛ ✧❘♦❜♦t❡r✧ ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t ❣❡❢ü❤rt❡r ❖❜❡r❜❡❣r✐✛ ❢ür t❡✐❧✇❡✐s❡ st❛r❦ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
▼❛s❝❤✐♥❡♥ ✐st✱ s♦❧❧❡♥ ❦✉r③ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ●r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦❡♥ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t
✇❡r❞❡♥✳ ❙❡❧❜st ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❱❡r❡✐♥ ❉❡✉ts❝❤❡r ■♥❣❡♥✐❡✉r❡ ✭❱❉■✮ s✐❡❤t ❞❛❜❡✐ ❛✉❝❤
❦❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥ ü❜❡r ❇❛✉❛rt✱ ❆rt ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♦❞❡r ❊✐♥s❛t③ ❡✐♥❡s ❘♦❜♦t❡rs
✈♦r✳
✧■♥❞✉str✐❡r♦❜♦t❡r s✐♥❞ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧ ❡✐♥s❡t③❜❛r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❛✉t♦♠❛t❡♥ ♠✐t ♠❡❤r❡r❡♥ ❆❝❤✲
s❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❢♦❧❣❡ ✉♥❞ ❲❡❣❡♥ ❜③✇✳ ❲✐♥❦❡❧♥ ❢r❡✐ ✭❞✳
❤✳ ♦❤♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❜③✇✳ ♠❡♥s❝❤❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❣r✐✛✮ ♣r♦❣r❛♠♠✐❡r❜❛r ✉♥❞ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥❢❛❧❧s
s❡♥s♦r❣❡❢ü❤rt s✐♥❞✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ♠✐t ●r❡✐❢❡r♥✱ ❲❡r❦③❡✉❣❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣s♠✐tt❡❧♥
❛✉srüst❜❛r ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❍❛♥❞❤❛❜✉♥❣s✲ ✉♥❞✴♦❞❡r ❋❡rt✐❣✉♥❣s❛✉❢❣❛❜❡♥ ❛✉s❢ü❤r❡♥✧ ❬✷✶❪

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❆rt❡♥ ■♥❞✉str✐❡r♦❜♦t❡r ❬✷❪
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▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

2.1 Roboterkinematik

❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r ❘♦❜♦t❡r❦✐♥❡♠❛t✐❦ ❦❛♥♥ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛✉❢ ③✇❡✐ ❆rt❡♥ ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ❡♥t✇❡❞❡r
♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❞❡r s❡r✐❡❧❧✳ ❇❡✐ ❞❡r P❛r❛❧❧❡❧❦✐♥❡♠❛t✐❦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❛❝❤s❡♥ ♠✐t❡✐♥✲
❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❉❡❧t❛✲❘♦❜♦t❡r s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❛❝❤s❡♥
♠✐t ❙tä❜❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❊♥❞❡✛❡❦t♦r ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r s❡r✐❡❧❧❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❆❝❤✲
s❡♥ ♥❛❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢❣❡❜❛✉t✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❛❝❤s❡♥ ❧✐♥❡❛r s❡✐♥ ✭❍❡①❛♣♦❞✱
P♦rt❛❧r♦❜♦t❡r✮✱ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞r❡❤❜❛r ✉♥❞ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❧✐♥❡❛r ✭❙❈❆❘❆✲❘♦❜♦t❡r✮ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❆❝❤s❡♥
❞r❡❤❜❛r ✭❑♥✐❝❦❛r♠r♦❜♦t❡r✮✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡st✐♠♠t ♦❢t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❛❝❤s❡♥ ❞✐❡
❍ö❤❡ ❞❡r ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ ❢✳ ❊✐♥ s❡r✐❡❧❧ ❛✉❢❣❡❜❛✉t❡r P♦rt❛❧r♦❜♦t❡r ♠✐t ❞r❡✐ tr❛♥s❧❛t♦r✐s❝❤❡♥
❆❝❤s❡♥ ✭❚❚❚✲❑✐♥❡♠❛t✐❦✮ ❦❛♥♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠ ❘❛✉♠ ✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ❲✐♥✲
❦❡❧♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✈♦r♥❡❤♠❡♥ ✭❢ ❂ ✸✮✳ ❊✐♥ ❯♥✐✈❡rs❛❧r♦❜♦t❡r ♠✐t s❡❝❤s r♦t❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡♥
❤❛t ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❢ ❂ ✻✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡r P✉♥❦t ✐♠ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
r❛✉♠ ❛♥❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ❊❜❡♥❡♥
❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❘♦❜♦t❡r ❑❯❑❆ ❑❘✶✺✴✷ ✐st ❞✉r❝❤ s♦ ❡✐♥❡
❑✐♥❡♠❛t✐❦ ❞❡✜♥✐❡rt✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❑✐♥❡♠❛t✐❦❡♥ ❬✶✷❪

2.2 Koordinatentransformationen

■♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❞❡s ❊♥❞❡✛❡❦t♦rs ✐♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❙②s✲
t❡♠ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❯♠ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ s❡❝❤s✲❛❝❤s✐❣❡♥ s❡r✐❡❧❧❡♥ ❑♥✐❝❦❛r♠r♦❜♦t❡r ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥
❞❡s ❊♥❞❡✛❡❦t♦rs ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❆❝❤s✇❡rt❡ ✐♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥ ♠✉ss ❡✐♥❡
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❱♦r✇ärtstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❞✐✲
r❡❦t❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ♦❞❡r ❱♦r✇ärts❦✐♥❡♠❛t✐❦ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❱♦r✇ärtstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✇✐r❞ ❞❛s ❱❡rs❛t③❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✈♦♠ ❇❛s✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❝❤s♣❛r❛✲
♠❡t❡r ✈❡rs❝❤♦❜❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❞r❡❤t✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❆❝❤s❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❙✐♥❞ ❛❧❧❡ ❆❝❤✲
s❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✐st ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❊♥❞❡✛❡❦t♦rs ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❇❛s✐s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②s✲
t❡♠ ❜❡❦❛♥♥t✳ ❉✐❡ ❆rt ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉❡♥♥❛✈✐t✲❍❛rt❡♥❜❡r❣✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❉❍✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❉❡♥♥❛✈✐t✲❍❛rt❡♥❜❡r❣✲P❛r❛♠❡t❡r
❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛❧❧❡r s❡r✐❡❧❧❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦❡♥ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❞❡r

❑❛♣✐t❡❧ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✺
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❇✳❊♥❣✳
▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ θ ❞❡r ❆❝❤s✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❘♦❜♦t❡rs✳ ❉✐❡ ✇❡✐t❡r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r d✱ a ✉♥❞ α s✐♥❞
❑♦♥st❛♥t❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡r ❘♦❜♦t❡r❦✐♥❡♠❛t✐❦ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✳

❼ ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ θ

❼ ●❡❧❡♥❦❛❜st❛♥❞ d

❼ ❆r♠❡❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡ a

❼ ❱❡r✇✐♥❞✉♥❣ α

❼ ●❡❧❡♥❦ j

❯♠ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ●❡❧❡♥❦ ③✉ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡
❆❝❤sr♦t❛t✐♦♥ θ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✐♥ ❞✐❡ ▼❛tr✐① ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶ ❡✐♥❣❡s❡t③t
✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ♥✉♥ ❢ür ❥❡❞❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❛❝❤s❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞
③✉sät③❧✐❝❤ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❝❤s❡ ♠✐t ❞❡r ▼❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt✳ ❙♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❊♥❞❡✛❡❦t♦rs ❛✉❢ ❇❛s✐s ❞❡r ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ θ✳

j−1Aj =









cos θj − sin θj cosαj sin θj sinαj aj cos θj
sin θj cos θj cosαj − cos θj sinαj aj sin θj

0 sinαj cosαj dj
0 0 0 1









✭✷✳✶✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ▼❛tr✐① ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❘ü❝❦✇ärtstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ θ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ P✉♥❦t ✐♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❙♦❢t✇❛r❡♣❛❦❡t ▲✐♥✉①❈◆❈ ❛r❜❡✐t❡t ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ♠✐t
❞❡r ❘ü❝❦✇ärtstr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉♠ ❘♦❜♦t❡r♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r❡♥ ♠✐tt❡❧s ●✲❈♦❞❡ ③✉ ✈❡r❢❛❤r❡♥
❬✶✹❪✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶✮

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✿ ❉❍✲P❛r❛♠❡t❡r ❑❯❑❆ ❑❘✶✺✴✷ ❬✷✹❪
●❡❧❡♥❦ ❥ θj αj ✐♥ ●r❛❞ aj ✐♥ ▼❡t❡r dj ✐♥ ▼❡t❡r

✶ θ1 ✾✵ ✵✱✸ ✵✱✻✼✺
✷ θ2 ✵ ✵✱✻✺✵ ✵
✸ θ3 ✾✵ ✵✱✶✺✺ ✵
✹ θ4 ✲✾✵ ✵ ✵✱✻✵✵
✺ θ5 ✾✵ ✵ ✵
✻ θ6 ✵ ✵ ✵✱✶✹✵

2.3 Singularitäten

❇❡✐ s❡r✐❡❧❧❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❦❡♥ ❦❛♥♥ ❡s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥❡ ❊♥❞❡✛❡❦t♦r♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❤r❡r❡
▲ös✉♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉✐❡s ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡❣rü♥❞❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠s ✈♦♠ ❇❛s✐s♣✉♥❦t ❞❡s ❘♦❜♦t❡rs ❜✐s ❤✐♥ ③✉r ■st♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❛tr✐① ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞ ✭❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❑❛♣✐t❡❧

❑❛♣✐t❡❧ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✻
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❇✳❊♥❣✳
▼✳ P♦❤❧

▼❛st❡rt❤❡s✐s ❲✐r❡ ❆r❝
❆❞❞✐t✐✈❡ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣

✷✳✷✮✳ ❉❛❜❡✐ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ▼❛tr✐① ❦❡✐♥❡✱ ❡✐♥❡✱ ♠❡❤r❡r❡ ♦❞❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳
■st ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✱ ✐st ❞❡r P✉♥❦t ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤❜❛r✱ ❡r ❧✐❡❣t ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡rr❡✐❝❤✲
❜❛r❡♥ ❆r❜❡✐tsr❛✉♠❡s✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ▲ös✉♥❣ ✐st ❞❡r P✉♥❦t ❡rr❡✐❝❤❜❛r ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❝❤sst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s
❘♦❜♦t❡rs ❣❡♥❛✉ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❑♦♠♠t ❡s ③✉ ♠❡❤r❡r❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡r P✉♥❦t ♠✐t ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❆❝❤sst❡❧❧✉♥❣s❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✮✳ ▼❡✐st
s✐♥❞ ❤✐❡r ✐♥ ❞❡r ❘♦❜♦t❡r❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❞❡r ❞❡♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s♣r♦❣r❛♠♠ ❱♦r❡✐♥st❡❧❧✉♥❣❡♥
❡✐♥❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✱ ❞✐❡ ❞❡r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❡✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤❡s ❆✉s✇ä❤❧❡♥ ❡✐♥❡r ❆❝❤sst❡❧❧✉♥❣s❦♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s ❜❡❞❡✉t❡t ♥✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡
❜❡st❡ ✐st✳ ❍✐❡r ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❊✐♥❣r❡✐❢❡♥ ❞❡s ❆♥✇❡♥❞❡rs ✈♦♥♥öt❡♥ s❡✐♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸✮✳ ❱♦♥
❡✐♥❡r ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät s♣r✐❝❤t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❋ä❧❧❡
tr❡t❡♥ ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ③✇❡✐ ❉r❡❤❛❝❤s❡♥ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❧✐❡❣❡♥✳ ❉❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥❞✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❆❝❤sst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✮✳ ❆✉❝❤
❤✐❡r ❜❡st❡❤❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐s✐❡rt ③✉ ü❜❡r❢❛❤r❡♥✳ ❚r♦t③❞❡♠ ❣✐❧t
❡s✱ ✇❡♥♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät❡♥ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ❞❛ ✐♠ ❱❡r❢❛❤r❜❡tr✐❡❜ ❞✐❡ ❙♦❧❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❆❝❤s❡♥ r✉❝❦❛rt✐❣ s❡❤r ❤♦❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ❡♥t✇❡❞❡r ③✉ ❡✐♥❡r
❋❡❤❧❡r♠❡❧❞✉♥❣✱ ❞❛ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❞❡r ❡s ❦♦♠♠t
③✉ ❡✐♥❡r ✉♥❣❡♥❛✉❡♥ ❇❛❤♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡r ❆❝❤s❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ❆❝❤sst❡❧❧✉♥❣ ❬✺❪

❑❛♣✐t❡❧ ✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✼
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